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Remarks on the Rayleigh-Schrédinger Perturbation Theory

The time-independent Hamiltonians 5, and # = #, + ¥~ have a discrete spectrum, eigenvalues,
and eigenvectors E,|s>® resp. E,, |s)>. If the RS perturbation theory can be applied here then an
operator p with the property
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exists where |s)™ and E®™ denote the n-th order corrections of perturbation theory if E& is non-
degenerate. In the case of degeneracy the operation p remains defined and can always be used to
determine perturbation corrections of quantum mechanical expressions which are invariant in zeroth
order under transformations of the basis in degenerate subspaces of #;. The equations
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correspond to a basis transformation where nondegenerate eigenvectors |s)® and eigenvalues E*
of #, transform into eigenvectors |s)> and eigenvalues E; of #. Examples show the usefulness of this
formulation.

Fiir zeitunabhéngige Hamiltonoperatoren #;, und # = #, + 7" mit einem diskreten Spektrum,
den Eigenwerten und Eigenvektoren E,|s)® bzw. E,,{s) von #, und # sei die Behandlung nach der
RS-Storungstheorie gewdhrleistet. Dann existiert ein Operator p mit der Eigenschaft
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wobei |s)™ und E™ die storungstheoretischen Korrekturen n-ter Ordnung beschreiben, falls E
nicht entartet ist. Im Entartungsfall bleibt die Operation p definiert und kann zur Bestimmung stérungs-
theoretischer Korrekturen der quantenmechanischen Ausdriicke verwendet werden, die in nullter
Niaherung invariant sind gegeniiber Basistransformationen in den entarteten Teilrdiumen von .
Die Gleichungen
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n n
entsprechen einer Basistransformation, bei der nichtentartete Eigenvektoren |s)® und Eigenwerte

E® von i, in Eigenvektoren |s) und Eigenwerte E, von # iibergehen. Beispiele zeigen den Nutzen
dieser Formulierung.

Die RS-Storungstheorie

In der RS-Storungstheorie wird die Annahme gemacht, daB die Eigenwerte E
und Eigenvektoren |s> des Hamiltonoperators # = # , + 7" mit

H|s>=Es) (1)
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nach Potenzen des Hermiteschen Storoperators ¥~ entwickelt werden konnen.
Wir setzen voraus, dafl das Spektrum von 5#; und von # diskret sei, und schrei-
ben

0,0

0,00
E=Y EP. =Y . @
n n
Die Eigenwerte E¥ und Eigenvektoren |s)>© des ,ungestdrten” Hermiteschen
Operators #, werden als bekannt vorausgesetzt, die |s)® sollen ein vollstindiges
orthonormiertes Basissystem im Hilbertraum des Systems # bilden. Wir setzen
weiter voraus, daB3 die Basis storungsadaptiert sei, d.h. im Entartungsfall fiir den
ungestorten Operator die geeigneten Ausgangsfunktionen vorliegen. E® und
Is>® mit n > 1 bezeichnen die storungstheoretischen Korrekturen n-ter Ordnung.

Durch Einsetzen von (2) in (1) findet man das Gleichungssystem

(o — EP) sy P =0, (3.0)
(o~ EP)IsY D = =¥ 15y + EP ), (3.1
(o~ EM)s)P = — 7" 1s)M + ED sy + EP |5 (3.2
: i,n

(A= B Y™ = =/l 3 EPsy (31)

Mit orthonormierten Eigenvektoren von #, filhrt die Forderung nach der
Orthonormierung in jeder Ordnung zu den Gleichungen

sl =8,
Htrv=n (4)

Y W™ =0 fir nx1.

n,v
Die Gleichungssysteme (3) und (4) erlauben, E™ und |s>™ rekursiv zu bestimmen.
Die Losungen fiir die |s)™ sind nicht eindeutig; ihre Verschiedenheit fiihrt aber,
wie man weil}, nur zu unterschiedlichen Phasenfaktoren in |s).

Durch skalare Multiplikation der Gleichungen (3) mit (©(s| finden wir unter
Benutzung der Hermiteizitdt von #, die Korrekturen zur Energie E* in der
Form (5):

EN =Os|77|s),

E§2’= (°)<S|”//|s>(1)—E§1)(0’<Sls>m,
E() = Os|7" |5y — B sy — EP sy, (5)

1,n—1

E;"’ - (0)<S|~//|S>(n~1) _ z Egk) (0)<S|S>(n-k) .
k

Man findet geeignete Gleichungen fiir die Korrekturen der Eigenvektoren bei
Verwendung der beiden Operatoren
|t>(0) (0’<t|
£§0)= Z EgO)_Egm und gi(n(;é — Zo |t>(0) (0)<t|.

t ¢ MO t M9
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Dabei liuft die Summe ; iiber die Eigenvektoren des Teilraumes IO zur

te M
entarteten Energie E” und die Summe ) iiber den dazu komplementiren Raum,
t¢IMQ
sie enthilt also nur Summanden mit nichtverschwindendem Nenner E(® — E{®

Wenn wir in (3) auf die Zeile (3.n) den Operator — 2{% anwenden und 2] |s)®

auf beiden Seiten addieren, wird wegen der Identitit Z [t O t]sH™ = |sH™ aus
(3) das Gleichungssystem

55 = 21>,

0 =207 I+ 2D,

5% = 2077 1) 1 — AV ED [y + 2igh1H®, ©
550 = 2097 [5) — 4O ED 5@ — 90 ED 530 + ARlsr ),

1,n—1

sy® =295y — ¥ ER|sy® R+ 28y
k
Falls E{”’ nicht entartet ist, vereinfacht sich (6) zu

[5DO = |sH(@ O 5| 5HO),

(55 = 209 Iy 4[5y Os|sH ),

553 = 2077 [5)0 — GO ED Iy + [ Os|sH P, (6a)
Y = 209715y — ZOEDIs)@ — 2O EP[5) D + [ Osls)®,

1,n—1

|s>(") =Q§O} n//|5>(n—1)_ Z Egk) |S>(n—k) + |S>(0) (0)<s|s>(").
k

Mit einer zusitzlichen Vorschrift iiber den Imaginirteil von ©{s|s>® wird die
Phase der Eigenvektoren von J# festgelegt. Die spezielle Bedingung I m©(s|s>™®
=( fithrt wegen der Normierungsbedingung (4) zu V{s|s>® = 0; damit wird also
aus der zweiten Zeile in (6a)

V=295, Y

Formale Losung fiir die Korrekturen E™, [s>® und der Operator p

Wir definieren eine Operation { }*), die an stérungsadaptierten Eigenkets und
Eigenbras von #, den Ubergang zur ersten stérungstheoretischen Korrektur
hervorruft, auch beziiglich der Operatoren #, und ¥, des Einheitsoperators 1
und an Summen und Produkten von solchen Groflen in folgender Weise:

8) {IDOV=lT, (O =l

b) (V=7 (F)V=0, {1}V=0

c) {f(o’—i-g‘o’}(“ = {f_(O)}(i)_l_ {g(OJ}(l) ;

d) {f(O)og(O)}(1)= {f(O)}(l)og(O) + f(O)o {g(O)}(l) .

)
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Das Produkt £ g® kann dabei irgendein Produkt zwischen den genannten
Groflen sein, wie z.B. ein Operatorenprodukt, ein unbestimmtes oder skalares
Produkt. In der Festsetzung {1}*"=0 driickt sich die Orthonormierungsbe-
dingung (4) in erster Ordnung aus, denn wegen a) und d) gilt:

0= (0)<S| {1}(1)|t>(0) — Z ((0)<S|r>(0’ (1)<r|t>(0) + (0)<S|r>(1) (0)<r|t>(0))

___(0)<S|S>(0) (1)<Slt>(0) + (°’<S|t)(1’ (0)<t|t>(0) =(1’<s\t>(°’ +(0’<S|t>(1’.

AuBerdem ist damit die Operation { }* an den Eigenwerten von #, fiir stérungs-
adaptierte Eigenvektoren erklart:

(Y = (05| Ay O = sl Ao 5D + Ol 1) + Ol olsy )
=E§°’ ((1’<s|s>(°’+(°’<s|s>(1’)+(°’<S|V|S>(°)=(°)<s|”V|s>(°’=E§“.
Wir wenden die Operation { }¥ auf die Zeile (3.1) an und erkliren sie an |s)™

und E{" durch ihre Wirkung auf die entsprechenden Ausdriicke in nullter Ordnung
gemil (5) und (6):

(= E®) YV} = =297 |5H D) + 2[5 + (P} DUy
Der Vergleich mit der Zeile (3.2) liefert
(B} ~2ED,
{ls>(1)}(1) = 2|S>(2) .

Die Orthonormierungsbedingung bleibt auch in zweiter Ordnung bestehen, denn
wir erhalten

0= {(0)<S|t>(1) + (1)<S|t>(0)}(1) - 2((0)<s|t>(2) + (1)<s|t>(1) + (2)<S|t>(0)) .

Eine naheliegende Verallgemeinerung dieses Befundes schreiben wir als Ver-
mutung in der Form
(EO)D —(n+ DECY,
(>0 = (n+1) sy 1)
Wir stellen fest, daB (9) fiir n=0und n = 1 gilt, nehmen also an, daf die Behauptung
bis n richtig sei, und iiberzeugen uns von der Giiltigkeit fiir n+ 1. Dazu wenden

wir auf die Zeile fiir |s)>™ im Gleichungssystem (3) die Operation { }*) an und
benutzen die Definition (9) fiir alle v < n:

(o — E) ()0

©)

2,n
= _(n+ 1)”//|S>(")—|—(n+ 1) E§1)|S>(")+2Eg2)‘s>("_“+ Z (n_k+ 1) Egk)|s>(n—k+ 1
k

2,n—1

£ (ko D EE DI 4 (D)D)
k

1,n
= — (1)Y= T E¥IY D] 4 (BP0
k

Der Vergleich mit der nidchsten Zeile in (3) bestitigt die Bezichungen (9).
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Die Orthonormierungsbedingung in (n+ 1)-ter Ordnung bestitigt sich eben-
falls wegen

o
Il

ut+v=n (1)
{ Z (“’<s|t>(v)}
n,v
ptv=n

Y (4 1) @I 4+ 1) Bs[H0D)

#v

ptv=n+1

=(m+1) ) @s|HY.

H,v

Wir konnen das Problem
FEO) sy = fEMs>
entsprechend behandeln, wenn f(#) gemidB einer Operatorentwicklung nach
0,00
Potenzen von ¥ in der Form f(#)= Y f® (#,,7") gegeben ist, wobei

O Ay, V)= f(#,) und f™ (H#,,¥") alle Glieder enthilt, in denen die Potenz ¥™
auftritt. Der Eigenwert von f () zu |s) ist f(E) und setzt sich aus dem Eigen-
wert f(E®) zu f(#,) und Korrekturen g™ (E®,EY), ... E™) zusammen, die
entsprechend einer Reihenentwicklung der Funktion f(E)= f(E®+EM + -.1)
an der Stelle E* nach Potenzen der E¥ (i=1,2,...) durch diejenigen Glieder
gegeben sind, in denen die Summe der Ordnungen n betrdgt. Wir schreiben also

1,0
fE)=fED)+ 3 g™ (EEL, ..., ED),

wobei 8 1(E®)
gUED,ED) = - FE® B
(0 2 (0
g<2’(E§°),E§1’,E§2’) =_MES_))E(2) + _1_ B_f_(@ (Egl))z USW.

dE® 21 G(EY)?
Die konsequente Verallgemeinerung von {#,}Y) =" fiihrt zur Festsetzung
{fOH YN =+ 1) fOTV (A, 7). (8e)

Damit erhalten wir aus dem zu (3) analogen Rekursionsformalismus fiir f(#)[s)>
= f(E/)|s) die Bezichungen

(FEORD = gD E,ED),

{g"UEDEM,..., EPND = (n+ 1) g" T YED,ED,..., E"*Y).
In Verallgemeinerung von {E9}Y = E{1) haben wir also

0 f(EP)

8 E© EM. (10)

FER =

Damit ist es moglich, die Operation { }'* auch auf GroBen wie 2% anzuwenden
und z.B. die Relation {|s)P} 1) =2|s>@ explizit nachzuweisen (vgl. Anhang).
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Die bisherige Analyse zeigt, daB} die storungstheoretische Korrektur erster
Ordnung zur Korrektur n-ter Ordnung fiir einen Eigenvektor von # oder fiir
entsprechende Matrixelemente eines Operators bis auf den Faktor n+ 1 auf die
(n+ 1)-Korrektur fithrt. Mit der Festsetzung Im© (s|s)>" =0 ist dieser ProzeB
an nichtentarteten Eigenvektoren von 3, durch Gleichung (7) eindeutig erklart,
an entarteten Eigenvektoren dagegen erfordert die Operation { }* Informationen,
die erst der Zeile (3.2) im Rekursionsformalismus (3) zu entnehmen sind.

Aus diesem Grunde untersuchen wir eine modifizierte Definition einer ent-
sprechenden Operation { }'V, die eine von der Entartungsfrage unabhiingige
Vorschrift beinhaltet. Es gelte fiir jeden Eigenvektor von 3¢ :

(DD =207 5@ =15H®, (OGP =y 20=Ds|. (1D
Fiir nichtentartete Figenvektoren von J#, bedeutet das:
|S>(T) — |S>(1), m(s] — “’(sl und Eg‘i’) — Egn .

Die Gleichung E = E{" gilt auch fiir storungsadaptierte Eigenvektoren aus
entarteten Teilriumen, fiir einen beliebigen Eigenvektor 1s>@ dagegen bezeichnet
E{" im Entartungsfall einen Erwartungswert von ¥".

Die Korrektur erster Ordnung %y vom Projektionsoperator P} zu einem
entarteten Teilraum 9RO von #;, ergibt sich in der Form

Phg= T (0 O+ 1O D)

se MY

— Z (,@(0)”//|S>(0)(°)<S| + |s>(°’(°’<s|"ff,@(°’ _1_9(03 |S>(1)(0)<Sl + |s>(0)(1)<slng(03)

seMm?
Wegen (4) gilt aber
3 (PRI Ol + 1) Vsl 24

" — Z (|t>(0) (0)<tls>(1)(0)<s|+|S>(0)(1)<S|t>(0) (0)<tD

s,te M9

%, 19 O (GO + sl V) =0

s,teM?

und daher
{9’“’&}‘“ g’“&
}: (D@ DL+ DD OLsh = Y (Isp@ D)+ sy D Oy = { PR

seMQ seMe

Damit haben wir {1}V = {1} =0 und die Aussage, daB die Orthonormierung
fir gestrichene Korrekturen giiltig bleibt.
Ein entsprechendes Resultat gewinnt man fir GroBen R, und VG der

folgenden Art:
A= T SE) OO,

seM
g(E(O’) (0)<Sl(9(0)ls>(0)
5 .
seMQ

H

wd

H

B
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Dabei seien f und g differenzierbare Funktionen der Energie nullter Niherung
und O0© ein Operator, dessen storungstheoretische Korrekturen mit @), ¢»
usw. bezeichnet werden.

Fiir die Korrekturen erster Ordnung ergibt sich mit stdrungsadaptierten
Eigenvektoren |s)>©

(0)
{UGHY = ﬂE”’)é’“HLﬂ%)) Y, YO ED O]
aEs seMQ
8 f(E® .
= f(EL) m’+————g E<°>) Z |sp©@ ED O s = {AQD.

Wegen der Beziehungen
Pig= 3 (EOVI Ol 415 sl 20) = 0V P+ Py 2

seMmyg

und
Z |S>(0) Eg’ (0><S| Z |S>(O) (0)<S|~/|t>(0) (O’<t| _gp(ogyg(og
seIMNQ s,te NG
ist A} auf eine Summe von Produkten aus Faktoren vom Typ AR} zuriick-
geftihrt.

Entsprechendes 146t sich fiir {Bg}" zeigen. Wir stellen also fest:

Es gilt {AQ}V = {AGD, {BEIV = {BEID, und beide Ausdriicke sind,
auf GroBen nullter Ordnung bezogen, Summen von Produkten aus Faktoren vom
Typ ARy bzw. BR). Daher ist die erneute Operation { }¥ auch durch { }®
ersetzbar.

Da 2{” eine Summe aus Gliedern vom Typ L) ist, gilt insbesondere auch
{,@‘O’Wls>(°’}“’—{Q“”“VIS)‘O’}“’, wenn [s)© nichtentarteter Eigenvektor von
Hy ist.

Zusammenfassend kdnnen wir feststellen:

Ein quantenmechanischer Ausdruck in Eigenkets und Eigenbras von #,
dessen Néherung im ungestorten System 5%, invariant ist gegeniiber einer Basis-
transformation in den entarteten Teilriumen von 3, geht durch die Operation
{ YD in die Korrektur erster Ordnung iiber, und die Korrektur (n + 1)-ter Ordnung
entsteht aus der Korrektur n-ter Ordnung durch Anwendung der Operation { }®
und Multiplikation mit dem Faktor 1/n+1.

Wir formalisieren unser Ergebnis durch Einfithrung eines Operators p, der,
wie aus dem folgenden ersichtlich, nicht mit einem linearen Operator im Hilbert-
raum verwechselt werden darf. Er ist auf GréBen (%, ¢/ anwendbar, an denen
die Operation { }¥ definiert ist. p wirke als Llnksoperator auf alle Faktoren, die
rechts davon stehen. Wir schreiben [p.] -, wenn sich seine Wirkung nur auf den
ersten Faktor eines entsprechend zerlegten Produktes beziehen soll. Entsprechend
den Figenschaften von { }‘” gilt also

a) P =20 IHO, PO =Gl 2

b) p(fOC+g ) =p SO +pg?;

Q) P[P g)=[p @0 g+ [©cpg®; (12)
d) [p.11=0, [p.#]="7", [p.¥1=0, [p, f(#)]= fV(H,7) ;

¢) p'fO=p"""(p" ).
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Wenn wie in ¢) mit [p f©] zum Ausdruck gebracht werden soll, daB p nicht
auf die rechts von der Klammer stehenden Faktoren wirkt, gibt es eine konse-
quente Schreibweise ohne Klammer. Aus

Pf(o) ° g(o) — [P f(o)] ° g(O) + f(O) ° pg(o) = pf(o) ° g(O) — f(O) ° pg(o’ + f(O) ° pg‘o’ )

folgt ndmlich [p f©@]=p 9 — f©p. In dieser Formulierung hat der Operator p
keinen Einfluf} auf nachfolgende Faktoren. Es ist daher konsequent, die Definition
fiir die Anwendung von p auf Operatoren @ durch den Kommutator

[p,01=p0—0Op

festzulegen, wovon in d) bereits Gebrauch gemacht ist.

Alle Operatoren O, die von der Energiedefinition eines quantenmechanischen
Systems unabhingig sind, und alle Zahlen mit dieser Eigenschaft gehbren zum
Koeffizientenbereich des Operators p. Fiir solche ,,c-Zahlen” gilt [pc]=0.

Unter Verweis auf die Ergebnisse iiber die Operation { } k6nnen wir folgende
Konsequenz zichen:

Fiir nichtentartete Eigenvektoren |s>® von 2 gilt

und plH@=m+1DIHTY, pOs|=(n+1)"* D 13
PEM=(n+1)ErY,  pg™ECEYD, ..., EM=(n+1)g"tVNED,...,EFTY).

Fiir entartete Eigenvektoren von #; ist die Anwendung von p gleichfalls definiert,
fiihrt aber nicht auf die Korrektur zu einem Eigenvektor von 5.

Unabhédngig von der Frage der Entartung gilt die Orthonormierungsbe-
dingung (4) fiir die ,,p-Korrekturen” zu einer orthonormierten Basis aus Eigen-
vektoren von 5 .

Fiir quantenmechanische Erwartungswerte F, die in der Néherung von 5,
invariant sind gegeniiber unitdren Transformationen in allen entarteten Teil-
rdumen von #, gilt ebenfalls

pFP=mn+ 1) F"*, (13a)
Fiir einen Operator ¢ mit dieser Invarianzeigenschaft schreiben wir
[P, 0] =pO" — O™p=(n+1) 0"V, (13b)
Mit der Definition
[, 09, = 0, [p, 07, = [p, 0“1, [p, 07, = [p.[p, 0*],_.]
gilt dann . .
O = —[p, 0" V] = —[p, 07,

Wir werden im nichsten Kapitel zeigen, daB3 die aufgefiihrten Beziehungen von
praktischem Interesse sind. Die folgenden Konsequenzen sind formaler Natur.

0,

Mit der formalen Summe ¢* = ;‘—p" konnen wir fiir nichtentartete Eigen-
- !

werte von #, die Eigenwerte und die Eigenvektoren von 5# in der Form schreiben

=D, =0, E=E.
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Fiir Ausdriicke F der obigen Art gilt
F=¢FO,

Fiir Operatoren ¢ kénnen wir wegen

0,00 0,00

0= z o= Z ———[P, (0)] =00 4 [P (9(0)]+ [P [p,(g(O)]] + -

1 1
- ©(1_ —
<1+p+ 2‘p+ )(9 (1 p+ 2,p )
die Schreibweise verwenden:
O=e? OOe™*,
Speziell gilt also:
H =e Hye ™.

AbschlieBend stellen wir fest:

Der Operator ¢® bewirkt die Transformation einer orthonormierten Basis aus
Figenvektoren [s>® zu #, in eine andere orthonormierte Basis, in der alle Vek-
toren, die aus nichtentarteten |s>© hervorgehen, Eigenvektoren von J# sind.

Im folgenden soll der Nutzen des vorgetragenen Standpunktes an zwei Bei-
spielen illustriert werden.

Beispiele

a) Ein Teilchensystem bestehe aus N Teilsystemen mit schwacher Wechsel-
wirkung. Entsprechend soll der Hamiltonoperator

LN LN
H = Z]f—i— Y v
mit =
1N 1N
Ho= > # und V=YV,

i<j
in einen ungestorten Teil und einen Storterm zerlegt werden:

Die Eigenvektoren und Eigenwerte von den Teilsystemen #; seien mit |s;» und
E, bezeichnet. Demnach sind die Eigenvektoren von J#;, Produkte von der Form

[ =I5y >85> -+ Isw> =515, ... 53> .
Fiir die Eigenwerte in nullter Ordnung gilt
1,N
E9= Y E,.

Wir beweisen folgenden Satz:
Fiir Eigenvektoren |s> und |¢t), die in nullter Ndherung nicht entartet sind, gilt:
Das Matrixelement {s|4,|t> eines c-Operators A4, der sich auf m<N Teil-
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systeme bezieht, hat die Eigenschaft, daB} die n-te stérungstheoretische Korrektur
eine Summe von Ausdriicken ist, die von hochstens n + m Teilsystemen abhéngen.

Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir n =0 und n= 1. Die m Teilsysteme,
von denen A, abhingt, seien #), i, ..., ,. Dann gilt in nullter Ordnung

m+1,N

0
(O)<SIA(m)It>( )= <SIS2 Sm‘A(mJItltZ tm> l—[ 5s,<t,<:
K

d.h. {s|A,lt> hingt nur von den m Indizes 1,2, ..., m ab, fiir die Korrektur erster
Ordnung:

[<S|A(m)’t>](1) = (1)<S|A(m)|t>(0) + (O)<5|A(m)|t>(1)

(0)<S|4/|,,>(0) (0)<F|'V|IT>(O)
=) EO _ F©) Ol A @+ Y, OLs| Ay EO _EO
r(#s) K ¥ r(#t) 1 ¥

& sy 1,N m+1.N
= 2 Y iE o g e ettt I1 o TT b

r#s) i< K(#ij)

1.N <FT|“V|T[> m+1,N 1,N
+ YY) s Sgen Sl AgylPita Ty A s v 8y
rHENI<j " " " Eli+Etj—Eri_Erj 1—1;[ o K(#1,j) it

Fiir Glieder mit i > m und j > m werden die -Faktoren von der Form

1.m 1,m
<l—[ 5rKsK> 5r,-ti 5rjtj bZW(H 5r,¢tk> arisl- 5"j51‘ :

Daher unterscheiden sich die entsprechenden Teilsummen aus der ersten und
zweiten Zeile nur im Vorzeichen und kompensieren sich gegenseitig. Nichtver-
schwindende Ausdriicke geniigen also der Bedingung i <m oder j <m und sind
daher eine Summe von Gliedern mit hichstens m + 1 verschiedenen Indizes.

Fiir die Korrektur n-ter Ordnung:

Die (n — 1)-te Ordnung

n—1
[(5| Ay l£)]#~ 1 =

e O] A |

(n—1)

ist, wie aus dem ProzeB der sukzessiven Anwendung von p hervorgeht, eine
Summe von Gliedern, die sich aus Faktoren vom Typ ©<k| A, |, ©O{p|¥"1g>©
und f(E©® — E®) zusammensetzen. Dabei ist f(E{”’ — E”)) eine Funktion des
Nenners in 2(%. Wir nehmen an, daB3 diese Produkte von nicht mehr als n+ m—1
Indizes abhingen. Beim Ubergang zur n-ten Ordnung entstehen daraus Produkte,
in denen jeweils einer der Faktoren durch p@<k|A,, > bzw. p'@<p|7 |g>”
ersetzt ist. In den ersten beiden Fillen konnen wir aus dem Vorangehenden
schlieBen, da die Indexmenge in konstituierenden Teilsummen hochstens um
eins anwachsen kann. Es bleibt also nur noch, das Entsprechende fiir ein Produkt
mit p f(EQ — E©) als Faktor nachzuweisen. Sei I die Indexmenge, von der f
abhinge, dann kdnnen wir f, ohne etwas zu verdndern, durch das Produkt von
f mit einem Faktor [] 6, ersetzen.
k¢
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Aus der Gleichung
PSED—ED) [] O

(0) _ (0

- %}f—,——’f%(z (€t ey = <ol o)) TT B
sechen wir, daB die rechte Seite verschwindet, wenn weder i noch j zur Index-
menge MM gehort, d.h. auch der Faktor f(E(” — E{)) erhoht seine Indexmenge bei
Anwendung von p hochstens um eins.

Damit ist der Beweis unserer Behauptung mittels vollstindiger Induktion
erbracht.

b) Ein System geladener Teilchen befinde sich unter dem EinfluB eines duleren
elektrostatischen Feldes & = {&,,4,,65}. Wir betrachten die Dipolenergie

— Y m,6, als Storterm fiir das ungestorte Ladungssystem mit dem Energie-

opesator H,. Dabei ist # = {m,m,,m3} der Operator des elektrischen Dipol-
momentes.

Unsere Methode erlaubt die Berechnung der Polarisierbarkeit aus dem
Dipolmoment, der Hyperpolarisierbarkeit aus der Polarisierbarkeit usw. Es gilt

1.3
P | A= = 3, s>V,
@

1,3
POl = Y a2,
g

1,3

pagl = Y P
T

Dabei sind ©¢{s||s)? das elektrische Dipolmoment, «® und B die Tensoren
der statischen elektrischen Polarisierbarkeit und Hyperpolarisierbarkeit des
Systems im nichtentarteten Zusant |s>® (vgl. z.B. [1]).

Eine Reihenentwicklung von {s|5#|s), {(s|m,|s) usw. nach Potenzen des
Feldes & kann daher in der Form geschrieben werden

(sl# sy = € O s|Apls)'

1,3

1,3
=Os|o# 15D @ = Y OLston,|sHO &, ~ ZL Y oA E,E,
{ 13 . 4 R
‘? Z :B(go')rggéaaéar”

te.0,1

(Slomyls)y = € O slmeylsH@
= O], D@ + Z Q8 + —

©)
Ry = €7 0

1,3 ‘
D BRbobt

o,T

2!

= dy) + Z e+ -
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Wihrend man unter Berufung auf das Hellmann-Feynman-Theorem bei Kenntnis
der Entwicklung von {s|#°(£,)|s) nach dem Parameter &, nur {s|m,|s) gemil

0
28,

Slomglsy = — (81 H(E)\s>

gewinnt, nicht aber die Entwicklung von «,, usw., filhrt die Anwendung des
Operators p von einer vorgegebenen Korrektur zur nichsten.

Anhang

Explizite Berechnung der zweiten Korrektur zu einem nichtentarteten Eigen-
vektor | mit dem Operator p:

SO =plsy? = 20475,
215YD =p 207 5) = [p, 271 ¥ |5y + 207 plsy®).

Wegen
[ Q(O)]_ Z Z |r>(0) (0)<"lV|t>(0) (0)<t| |t>(°) (°)<t|"f/|r>(0)(°)<r|
BT B i\ EY—EO) EO—E) © (ED— EP) (B — E)
O © 0) _(0 (©
— z > (O 5|7 |sHO — Ot |76

Lo (EO —EO)
¢ M2 s t

= 2O = Ol 1)) 40— )OO sl 40 20— 90 2O 5y
ergibt sich

2ls)@ =290 — O |s) ) LV |5)O — YOO 5197 9O O |5

Der Vergleich mit (6a) bestitigt dieses Resultat bei Beriicksichtigung der Nor-
mierungsbedingung

(0)<S|s>(2) +(2)<S|S>(0’= _ (1)<S|S>(1)= —(0)<Sl“V,@§°)Q§O)”V|S>(O)
und der speziellen Phasenwahl Im @ (s|s>* =0, also

200(s)sy@ = — O 5|9 9O 9047|550
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